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时滞微分方程多种数值解法的计算机实现 

作    者：熊 君 武 

指导老师：周 铁 军 

(湖南农业大学理学院，长沙 410128) 

 

摘  要：求解常微分方程数值解的方法有欧拉法、改进的欧拉法、龙格-库塔法以及半离散

法等，这些方法在进行计算时性能上是有差异的，本文以双向联想神经网络模型为例，对模型的时

滞差分方程运用不同数值解法求解，对其解的性能进行对比研究，并用 MatlLab 在计算机实现这些

解法，进行计算机仿真，通过不同方法的数值仿真,对各种解的性能进行可视化处理，对比它们的

性能，最后根据仿真图形对这些时滞微分方程的平衡点、周期解的存在性与稳定性进行简单地讨论。 

关键词：时滞微分方程；欧拉法；改进的欧拉法；龙格-库塔法；半离散法；双向联想记忆

神经网络  

 

Solving Time-delay Differential Equations in Several Numerical 

Algorithms with Computer 

Student:  XIONG，Jun-wu  

Tutor:  ZHOU，Tie- jun  

(College of science, Hunan Agricultural University, Changsha 410128, China) 

Abstract: There is different numerical algorithms solving ordinary differential equations, such as Euler, 

Improved Euler, Runge - Kutta and semi - discrete method, which vary greatly in computational 

performance. In this essay, we take bi-directory associative memory neutral network model for example, 

sovle the time-delay differential equations of the model in several numerical ways and compare their 

different computational performance with MatlLab. In addition, I briefly study their equilibrium point, the 

existence of periodic solutions and stability according to the result of simulation.   

Key words: Time-Delay differential equations; Euler; Improved Euler; Runge - Kutta method; Semi - 

discrete; BAM   
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1 前言   

1.1 选题背景综述 

1.1.1  常微分方程的数值解法  

常微分方程的概念、解法和理论很多，比如方程和方程组的种类及解法、解的存

在性和唯一性、奇解、定性理论等。求通解在历史上曾作为微分方程的主要目标，求

出通解的表达式后就容易从中得到问题所需要的特解。此外，也可以由通解的表达式，

了解对某些参数的依赖情况，便于参数取值适宜，使它对应的解具有所需要的性能，

还有助于进行关于解的其他研究。后来的发展表明，能够求出通解的情况不多，在实

际应用中所需要的多是求满足某种指定条件的特解。当然，通解是有助于研究解的属

性的，但是人们已把研究重点转移到定解问题上来。一个常微分方程是不是有特解呢？

如果有，又有几个呢？这是微分方程论中一个基本的问题，数学家把它归纳成基本定

理，叫做存在和唯一性定理。因为如果没有解，而我们要去求解，那是没有意义的；

如果有解而又不是唯一的，那又不好确定。因此，存在和唯一性定理对于微分方程的

求解十分重要。但是，即使存在特解，也只有极少数的微分方程类型可以用初等函数

显式地写出精确解析解，工程技术及自然科学各部门的需要使得人们去寻求近似解析

解，即解析形式的容许一定误差的数值解[5]，即通过加减乘除和函数运算，求得特定点

的近似解。本文以双向联想记忆神经网络模型为例，借助于神经网络模型建立的时滞

差分方程，运用不同数值解法对其解的性能进行对比研究[16]，利用 MatlLab 在计算机

实现多种数值解法并其绘制图形[14]，对各种解的性能进行可视化仿真处理，而且根据

仿真结果对一些时滞微分方程研究其平衡点、周期解的存在性与稳定性，通过不同方

法的数值仿真,对比它们的性能。这使得我们能够借助数学的方法，利用神经网络理论

的研究成果，更好地研究神经网络算法的稳定性、收敛性、周期性、容错性、鲁棒性

等性能，探索功能更加完善、性能更加优越的神经网络模型[15] 。 

1.1.2 双向联想记忆神经网络模型
[9]
 

本文以双向联想神经网络模型为例，对以下几个模型的时滞差分方程运用不同数

值解法求解，分别叙述如下[1]： 

（1）BAM 神经网络无时滞微分方程模型 

 Kosko研究的一类无时滞 BAM神经网络具有以下形式[2]： 
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（ 1, 2, ,i m= ， 1, 2, ,j p= ），其中 ( )ix t 表示域 1 中第 i 个神经元在时刻 t的膜

电压，而
( )jy t

表示域 2 中第 j 个神经元在时刻 t 的膜电压， 0ia  、
0jb 
分别表

示域中神经元的信号衰减系数， ( )ig  、
( )jf 

分别表示域 1 与域 2 中神经元的信号

传递函数， jiw
表示域 2 中第 j 个神经元与域 1 中第 i 个神经元的联接强度， ijv

表

示域 1中第 i 个神经元与域 2中第 j 个神经元的联接强度， iI 是域 1中第 i个神经

元的外部输入, jJ
是域 2 中第 j个神经元的外部输入。 

（2）BAM 神经网络常数时滞微分方程模型 

Gopalsamy 和 He研究的一类常数时滞 BAM 神经网络形式如下[3]： 
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（ 1, 2, ,i m= ， 1, 2, ,j p= ），其中 ji
、 ij 是非负常数，表示时滞。这个时滞微分

方程组（2）就反映了在域 1（2）中的神经元 i（j）在时刻 ijt −
( jit −

)所产生的信

号
( ( ))i i ijg x t −

（
( ( ))j j jif y t −

）要经过时间 ij （ ji
）后才被域 2（1）中的神经元 j

（i）在时刻 t 时被处理。 

（3）BAM 神经网络变时滞微分方程模型 

Gopalsamy 和 He 研究的一类变时滞 BAM神经网络形式如下[3]： 
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（ 1, 2, ,i m= ， 1, 2, ,j p= ），其中
( )ji t

、
( )ij t

是非负函数，表示变时滞。 

（4）BAM 神经网络分布时滞微分方程模型 

Gopalsamy 和 He研究的一类用积分–微分方程形式表示的具无穷分布时滞的 BAM

神经网络形式如下[3]： 
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（ 1, 2, ,i m= ， 1, 2, ,j p= ）其中
( )jiK s

表示域 2中第 j 个神经元到域 1中第 i

个神经元在时刻 s 时触突信号传递时滞核函数，
: [0, ) [0, )jiK + → +

，
( )ijH s

同

样表示时滞核函数，
: [0, ) [0, )ijH + → +

，它们都是实值非负连续函数，且满足

以下两个条件： 

0 0

0 0

( ) 1, ( ) ,
             (5)

( ) 1, ( ) .

ji ji

ij ij

K s ds sK s ds

H s ds sH s ds

+ +

+ +
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=  

 

 
               

 其中 ji
、 ij 是非负常数，表示时滞。这个时滞微分方程组就反映了在域 1（2）

中的神经元 i（j）在时刻 t时处理的信号与域 2（1）中的神经元 j（i）在时刻 t

 之前所产生的所有信号都有关。这种时滞即是所谓的无穷分布时滞。显然，对于

一个由各种各样体积与长度的轴突所形成的具有众多并行处理通道的神经网络来

说，考虑分布时滞更加合理。 

 

2  时滞微分方程各种数值解算法介绍  

2.1  欧拉法算法描述  

欧拉法是解初值问题的最简单的数值方法，对常微分方程初始问题 

   

0 0

( , )                                                                     (6)
                  

( )                                                                         (7)

dy
f x y

dx

y x y


=


 =

 

用数值方法求解时，先假定(6)、(7)的解存在且唯一。从（7）式可知，y (x0) = y0

已给定，因而可以算出 ),()(' 000 yxfxy = ，设 1x =h充分小，则近似地有： 

   ),()('
)()(

000

01 yxfxy
h

xyxy
=

−
     (8) 

记 ,n,,ixyy ii 10    )( == ，从而我们可以取 ),( 0001 yxhfyy == 作为 y (x1)的近似值。

利用 y1及 f (x1, y1)又可以算出 y(x2)的近似值： ),( 1112 yxhfyy +=  

一般地，在任意点 1nx + =(n + 1)h处 y(x)的近似值由下式给出 

    ),(1 nnnn yxhfyy +=+         (9) 

这就是欧拉法的计算公式，h称为步长。 
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 不难看出，近似解的误差首先是由差商近似代替微商（见(8)）引起的，这种近似

代替所产生的误差称为截断误差。还有一种误差称为舍入误差，这种误差是由于利用

（8）进行计算时数值舍入引起的。 

  

2.2  改进欧拉法算法描述  

 为了构造更精确的数值方法，我们从另一角度重新分析一下初值问题。一般说来，

一阶方程的初值问题与积分方程 

   +=
x

x
dttytfyxy

0

))(,()( 0          （10） 

是等价的，当
1x x= 时， 

   +=
1

0

))(,()( 01

x

x
dttytfyxy          （11） 

要得到 y(x1)的值，就必须计算出（11）式右端的积分。但积分式中含有未知函数，无

法直接计算,只好借助于数值积分。假如用矩形法进行数值积分则 

    −
1

0

)())(,()(,( 0100

x

x
xxxyxfdttytf  

因此有 

   
),(

)))((,()(

000

010001

yxhfy

xxxyxfyxy

+=

−+
 

可见，用矩形法计算右端的积分与用欧拉法计出的结果完全相同。因此也可以说欧拉

法的精度之所以很低是由于采用矩形法计算右端积分的结果。可以想象，用梯形公式

计算（11）式右端的积分，可期望得到较高的精度。这时 

    −+
1

0

)())}(,())(,({
2

1
))(,( 011100

x

x
xxxyxfxyxfdttytf  

将这个结果代入（3）并将其中的 y(x1)用 y1近似代替，则得 

   )],(),([
2

1
110001 yxfyxfhyy ++=  

这里得到了一个含有 1y 的方程式，如果能从中解出 1y ，用它作为 y(x1)的近似值，可

以认为比用欧拉法得出的结果要好些。仿照求 1y 的方法，可以逐个地求出 y2, y3，…。

一般地当求出 ny 以后，要求 1ny + ，则可归结为解方程： 

    ),(),(
2

111 +++ ++= nnnnnn yxfyxf
h

yy  

这个方法称为梯形法则。用梯形法则求解，需要解含有 1ny + 的方程式，这常常很不容易。

为此，在实际计算时，可将欧拉法与梯形法则相结合，计算公式为 
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 








=++=

+=

++

+

+

+

,...2,1,0),(),(
2

),(

)(

11

)1(

1

)0(

1

kyxfyxf
h

yy

yxhfyy

k

nnnnn

k

n

nnnn

  （12） 

这就是先用欧拉法由(
nx ,

ny )得出 y(xn+1)的初始近似值
)0(
1+ny ，然后用（12）中第二式

进行迭代，反复改进这个近似值，直到
− +

+
+

)(
1

)1(
1

k
n

k
n yy

（为所允许的误差）为止，并

把
)(
1

k
ny + 取作 y(xn+1)的近似值

1ny +
。这个方法就叫改进欧拉方法。 

 显然，应用改进欧拉法，如果序列 ,, )1(
1

)0(
1 ++ nn yy 收敛，它的极限便满足方程 

    ),(),(
2

111 +++ ++= nnnnnn yxfyxf
h

yy  

即序列的极限可取作
1ny +
。可以证明，如果 /dy dx有界，则只要 h取得适当小，上述序

列必定收敛。这样当 h 取得充分小，就可保证上述迭代过程收敛到一个解。当步长 h

取得适当时，欧拉方法算出的值已是较好的近似，因此改进欧拉法收敛很快，通常只

需二、三次迭代即可。如果迭代很多步仍不收敛，这表明表长 h 选的过大，应缩小步

长后再计算。通常把（12）叫做预报校正公式，其中第一式叫预报公式，第二式叫校

正公式。这个公式还可写为 

   

1 1 2

1

2 1

1 1

2 2

( , )

( , )

n n

n n

n n

y y k k

k hf x y

k hf x h y k

+


= + +


=

 = + +



         (12)’ 

 

2.3  龙格―库塔法算法描述 

 由上节知道，截断误差的阶是衡量一个方法精度高低的主要依据。能否用提高截断

误差阶来提高方法的精确度呢？回答是肯定的。本节介绍的龙格―库塔法就是基于这

种思想构造出来的。 

 从理论上讲，只要函数 y = y(x)在区间[a, b]上充分光滑，那么它的各阶导数值

y(k)(xn)与函数 y(x)在区间[a, b]上某些点的值就相互有联系，就是说，函数值可用

各阶导数值近似地表示出来，反之，各阶导数值也可用函数在一些点上值的线性组合

近似地表示出来。事实上，欧拉法和改进欧拉法也可以看成是导数值用函数值的线性

组合表示的特例，例如，改进欧拉法可以写成(12)’，此公式也可称为二阶龙格―库

塔公式。 

 为了导出龙格―库塔法的一般公式，我们取如下的线性组合形式， 

   i

i

inn kwhyy 
=

+ +=


1

1          （13） 

其中 
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
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
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
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−

=
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j
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,        （14），即 
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
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23213133

12122
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yxfk
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                    （15） 

而 w1, w2,…, wv；b1 =0, b2, b3,…, bv；a21, a29, …, avv-1除 b1=0 外均为待定系数。

适当选取这些系数，使得局部截断误差的阶尽可能高即可。 

 显然，当 = 1时，（13）式就是欧拉公式。 

 下面我们先导出 =2 时的公式。将 k1, k2在同一点（xn, yn）泰勒展开，则有 

  ),(1 nn yxfk =  

  
)(0),(

),(

2

),(

121

),(

2

12122

h
y

f
ka

x

f
bhyxf

khayhbxfk

nnnn yxyx

nn

nn

+

















+




+=

++=

  （16） 

将(16)代入(13)并与 y(xn+h)在 xn点的泰勒展开式： 

  

+










+















+




+











+




+


















+




++=+

),(),(),(

),(

2

2
2

),(

2

),(

2

23

),(),(

2

),(

),(),(2
!3

),(
2

),()()(

nnnnnn

nnnnnn

nnnn

yx

nn

yxyx

yx

nn

yx

nn

yx

yx

nn

yx

nnnn

y

f
yxf

x

f

y

f

y

f
yxf

yx

f
yxf

x

fh

y

f
yxf

x

fh
yxhfxyhxy

 

逐项比较，令 h、h2项的系数相等，便得到 

   
2

1

2

1
1 2122221 ===+ awbwww  

把 b2作为自由参数来确定 w1和 w2，如取 b2 = 1，则 w1 = w2 = 
2

1
，a21 = 1，这时（13）

正好就是改进的欧拉方法，截断误差的阶为 0(h3
)。对于 = 3 的情形，我们也可以完

全仿上述方法推导出三阶龙格―库塔公式。这时参数满足下列条件 

   
















=+

=+

=+

=++

3

1

2

1
)(

2

1

1

3
2
32

2
2

33231221

3322

321

wbwb

waawa

wbwb

www

         （17） 
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















=

=

=++

=++

6

1

6

1

3

1
)(

3

1
)(

33221

2322

3
2

32312
2
21

3323122212

waa

wab

waawa

waabwab

 

（17）比较简单的一组解为： 

  b2 =
2

1
，b3 = 1，a21 = 

2

1
，a29 = -1，a30 = 2，w1 = 

6

1
，w2 = 

6

4
，w3 = 

6

1
 

将它代入（13）得 

  















+−+=









++=

=

+++=+

)2,(

2
,

2

),(

)4(
6

213

1
2

1

3211

kkyhxfk

k
y

h
xfk

yxfk

kkk
h

yy

nn

nn

nn

nn

         (18) 

这就是三阶龙格―库塔公式。当然，参数的不同选取公式（18）就有不一样的形式，

但它们的截断误差阶都是 0(h4)。 

 通常人们所说的龙格―库塔法是指四阶而言的。我们可以仿照二阶的情形推导出此

公式，不过太繁杂，此处从略，常用的四阶公式是 

   

( )

















++=









++=









++=

=

++++=+

34

23

12

1

43211

,

2
,

2

1

2
,

2

1

),(

)22(
6

hkyhxfk

k
h

yhxfk

k
h

yhxfk

yxfk

kkkk
h

yy

nn

nn

nn

nn

nn

       （19） 

公式(19)的截断误差阶为 0(h5)。 

  

2.4  半离散法算法描述 

在这一节，我们利用半离散化技术来建立连续型神经网络的离散形式。根据第

1.1.2 引入的具常数时滞、变时滞和分布时滞的 BAM 神经网络模型，下面分别建立各

自的离散形式模型： 

2.4.1  变时滞 BAM神经网络的离散化: 

先考虑变时滞 BAM 神经网络（3）的离散化：设 h 是一个正的实数，表示一致离

散步长， u
表示实数u的整数部分。当时间变量 [ , ( 1) )t nh n h + ， [ , ( 1) )s lh l h + （

0n +Z ，
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l +Z ）时，记
, 1

( )
, 2

m k
p k

p k

=
= 

=
,我们用

t
h

h

 
  

代替系统(3)中的变量 t，则 BAM 模型

(3)化为如下近似形式： 

( )
(3 )

(3 ) (3 ) (3 )

1

( )
( )

p k

ki
ki ki k j k j k j ki

j

dx t t t s t
a nh x t w h f x h h I h

dt h h h h

−

− − −

=

             
= − + − +             

             
  

(20) 

考虑到
t

n
h

 
=  

，
s

l
h

 
= 

 
，重写上式为 

( ) ( ) ( )( ) ( )
(3 )

(3 ) (3 ) (3 )

1

( )
( )

p k

ki
ki ki k j k j k j ki

j

dx t
a nh x t w nh f x nh lh I nh

dt

−

− − −

=

+ = − + ， 

两边乘以 ( )
e kia nh t ，得 

( ) ( ) ( )( ) ( )
(3 )

( ) ( )

(3 ) (3 ) (3 )

1

( ) e eki ki

p k
a nh t a nh t

ki k j k j k j ki

j

x t w nh f x nh lh I nh
−

− − −

=

 
= − + 
 
 ， 

在区间[ , )nh t （其中 ( 1)t n h + ）上对上式积分得 

( ) ( )( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )(3 )

(3 ) (3 ) (3 )

1

( ) e ( )e

e e
                 

( )

ki ki

ki ki

a nh t a nh nh

ki ki

a nh t a nh nhp k

k j k j k j ki

j ki

x t x nh

w nh f x nh lh I nh
a nh

−

− − −

=

−

  −
= − + 
 


， 

令 ( 1)t n h→ + ，我们得到 

( ) ( )( ) ( )

( )

( )(3 )

(3 ) (3 ) (3 )

1

(( 1) ) ( ) e

1 e

( )

ki

ki

a nh h

ki ki

a nh hp k

k j k j k j ki

j ki

x n h x nh

w nh f x nh lh I nh
a nh

−

−−

− − −

=

+ =

  −
+ − + 
 


。 

为方便起见，我们采用以下记号： 

( )
( ) ( ),  ( ) e kia nh h

ki ki kix n x nh n −
= = ，                           (21) 

( ) ( )

(3 ) (3 )

1 e 1 e
( ) ( ) ,   ( ) ( )

( ) ( )

ki kia nh h a nh h

k j k j ki ki

ki ki

w n w nh I n I nh
a nh a nh

− −

− −

− −
= = ，      (22) 

则得到变时滞变系数的双向联想记忆离散神经网络： 

( ) ( )( ) ( )
(3 )

(3 ) (3 ) (3 )

1

( 1) ( ) ( )
p k

ki ki ki k j k j k j ki

j

x n n x n w nh f x nh lh I nh
−

− − −

=

+ = + − +   (23) 

（
0n +Z ， 1,2k = ， 1,2, , ki p= ）。显然，当 0h  、 ( ) 0kia t  时，0 ( ) 1ki n  。可
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以证明[1]，当 0h +→ 时，离散 BAM 神经网络(23)收敛为连续 BAM 神经网络(3)。 

离散 BAM 神经网络(23)的初始条件为 

 ( ) ( ),ki kix l l=                                (24) 

其中 1,2k = ， 1,2, , ki p= ，其中 ( )ki  定义在式(10)中。 

对于常数时滞 BAM 神经网络(2)的离散化与变时滞情形类似，唯一的区别是 与 n

无关，所以常数时滞变系数的双向联想记忆离散神经网络模型为 

( ) ( )( ) ( )
(3 )

(3 ) (3 ) (3 )

1

( 1) ( ) ( )
p k

ki ki ki k j k j k j ki

j

x n n x n w nh f x nh I n 
−

− − −

=

+ = + − +    (25) 

（
0n +Z ， 1,2k = ， 1,2, , ki p= ）。其初始条件与(24)相同。 

2.4.2  分布时滞 BAM神经网络的离散化  

这小节讨论连续分布时滞 BAM 神经网络 (4)的离散化。当 [ , ( 1) )t nh n h + ，

[ , ( 1) )s lh l h + （
0n +Z ， l +Z ）时，将系统(4)中的积分项用如下无穷和来近似表示， 

( )

( ) ( )

(3 ) (3 ) (3 ) (3 )

0 1

(3 ) (3 )

1

( ) ( )

( ),

k j k j k j k j

s

h

k j k j

l

s t s
g s x t s ds g h x h h h

h h h

g lh x nh lh h





+ +

− − − −

 
= 

 

+

− −

=

        
−  −        

        

= −





 

其中 ( ) 0h  （当 0h  ），且 2( ) ( )h h O h  + （当 h>0 较小时）。其它步骤与变时滞离

散化情形相同，我们可以得到分布时滞变系数的双向联想记忆离散神经网络模型为 

( ) ( ) ( ) ( )
(3 )

(3 ) (3 ) (3 ) (3 )

1 1

( 1) ( ) ( )
p k

ki ki ki k j k j k j k j ki

j l

x n n x n w n f g l x n l I n
− +

− − − −

= =

 
+ = + − + 

 
  ， (26) 

（
0n +Z ， 1,2,k = 1,2, , ki p= ）。其中非负序列 

 ( 3 ) ( 3 )
( ) ( ) ( )  ( )

k j k j
g l g lh h l

+

− −
=  Z                   (27) 

应该恰当选取函数 ( )h 使得非负序列 (3 ) ( )k jg l− 满足以下条件： 

 (3 ) (3 )

1 1

( ) 1, ( )k j k j

l l

g l lg l
+ +

− −

= =

=  +  。 

离散 BAM 神经网络(26)的初始条件为 

0( ) ( ),  ki kix l l l += Z ，             (28) 

其中 1,2,k = 1,2, , ki p= ，其中 : ( ,0]ki − → R是连续的。 

如果连续型 BAM 神经网络的外部输入、联接权重和信号衰减系数是常数，则其对

应的离散模型中 ( )ki n 、 (3 ) ( )k jw n− 、 ( )kiI n 都与 n 无关，即式(21)、(22)分别化为 
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(3 ) (3 )

1 e 1 e
e ,  ( ) ,   ( )

ki ki

ki

a h a h
a h

ki k ji k ji ki ki

ki ki

w w h I I h
a a


− −

−

− −

− −
= = = ，        (29) 

相应地就得到了常系数离散 BAM 神经网络模型： 

( )( )(3 ) (3 ) (3 )

1

( 1) ( )
pn

ki ki ki k j k j k j ki

j

x n x n w f x n l I − − −

=

+ = + − + ，      (30) 

( ) ( )
(3 )

(3 ) (3 ) (3 ) (3 )

1 1

( 1) ( )
p k

ki ki ki k j k j k j k j ki

j l

x n x n w f g l x n l I
− +

− − − −

= =

 
+ = + − + 

 
  。  (31) 

 

 

3 时滞微分方程多种数值解法的计算机实现及其可视化处理 

3．1  欧拉法、改进欧拉法实例与计算机仿真
[17]
 

在这里，我们考虑 BAM 神经网络模型的无时滞微分方程模型（1）的仿真过程，。

其实，对于无时滞微分方程模型的情况，可以归纳为一般微分方程的初值问题的解，

下面我们选用了一个比较典型的例子来进行分析，解答和仿真，并通过仿真图来反映

欧拉法、改进欧拉法算法的性能特点和差异。 

例题 1  用 Euler 方法和改进 Euler 方法解微分方程 

   

0 0

1                                                                      (32)

( ) 1 , 0                                                                 (33)

dy
y x

dx

y x x


= − + +


 = =

 

解  取 0.1h = ，Euler方法为 

10

1

10010

9
1 ++=+

k
yy kk   改进的 Euler方法为 

1.00095.0905.01 ++=+ kyy kk  

计算结果与准确解 xexy x += −)( 比较，列在表表 1中： 

表 1  例 1 的计算结果 

Table 1  The computational result of e.g. 1 

kx  ky  
Euler 方法 改进欧拉法 

ky  )( kk xyy −
 ky  )( kk xyy −

 

0.0 1.000000 1.000000 0.0 1.000000 0.0 

0.1 1.004837 1.000000 4.8×10-3 1.005000 1.6×10-4 

0.2 1.018730 1.010000 8.7×10-3 1.019025 2.9×10-4 

0.3 1.040818 1.029000 1.2×10-2 1.041218 4.0×10-4 
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0.4 1.070320 1.056100 1.4×10-2 1.070800 4.8×10-4 

0.5 1.106530 1.090490 1.6×10-2 1.107076 5.5×10-4 

0.6 1.148811 1.131441 1.7×10-2 1.149404 5.9×10-4 

0.7 1.196585 1.178297 1.8×10-2 1.197210 6.2×10-4 

0.8 1.249328 1.230467 1.9×10-2 1.249975 6.5×10-4 

0.9 1.306569 1.287420 1.9×10-2 1.307228 6.6×10-4 

1.0 1.367879 1.348678 1.9×10-2 1.368514 6.6×10-4 

从表中可以看出，随着 n 的增大，误差也在增大，所以说，欧拉法计算简便，对一些

问题有较大的使用价值，但是，它的误差较大，所得的数值解精确度不高，对上述解

分别进行仿真，结果如图所示： 

0 0.05 0.1 0.15 0.2 0.25 0.3 0.35 0.4 0.45 0.5
1

1.05

1.1

欧拉法
精确解

 

图 1  欧拉离散数值解法仿真图 

Fig.1  The map of  simulation with Euler method  
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0 0.05 0.1 0.15 0.2 0.25 0.3 0.35 0.4
1

1.01

1.02

1.03

1.04

1.05

1.06

1.07

1.08

1.09

改进欧拉法
精确解

 

图 2  改进欧拉离散数值解法仿真图 

Fig.2  The map of  simulation with improved Euler method  

 

3.1 龙格―库塔法算法实例与计算机仿真[18]
 

在这里，我们考虑 BAM 神经网络模型的常数时滞微分方程模型（2）的仿真过

程，通过仿真图来反映龙格―库塔法算法的性能特点[4]: 

例题 2 

 

( )
6 ( ) 5 / 2( ( )) 20                           (34)                      

( )
6 ( ) 3 / 2( ( )) +30                           (35)                       

dx t
x t y t

dt

dy t
y t x t

dt






= − − − +


 = − + −


 

这里 1499.1= ， 5.0)0(,5.0)0( == yx ，根据显示的二阶和三阶龙格―库塔法，利用

MatLab 自带的 DDE 算法，对此时滞微分方程进行仿真，结果如图 3 所示： 
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0 0.5 1 1.5 2 2.5 3 3.5 4 4.5 5
-0.4

-0.3

-0.2

-0.1

0

0.1

0.2

0.3

t

x
, 

y

x(t)

y(t)

 

图 3  龙格―库塔法算法离散数值解法仿真图 

Fig.3  The map of  simulation with Runge - Kutta method 

 

3.3  半离散法算法实例与计算机仿真 

在这里，我们考虑 BAM 神经网络模型的分布时滞微分方程模型（4）的仿真过

程，通过仿真图来反映分布时滞微分方程模型（4）经过半离散算法离散化后的方程

解的性能特点。 

例 3 考虑 BAM 神经网络模型（4）通过第 2 节的半离散化方法离散化后的模型： 

 

11 11 11 21 21 21 21 11

1

21 21 21 11 11 11 11 21

1

( 1) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( 1) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

s

s

x n n x n w n f g s x n s I n

x n t x n w n f g s x n s I n





+

=

+

=

  
+ = + − +   

  


  + = + − +    





 （36） 

其中 11
11 12

( )n = ， 25
21 12

( )n = ， 11( ) sinI n b n= ， 21( ) cosI n b n= ， 11( ) 3w n = ， 1
21 3

( )w n = ，

11 21( ) ( )g n g n= =(exp(2)-1)/2*exp(-2*n)，在神经网络（36）中取无界函数 ( )kif x x= ，k=1,2,

通过相关定理可以知道[1][7][8][10]， BAM 神经网络（36）存在一个全局指数稳定的周期

解,数值仿真结果如图 4。 

数值仿真时，取 8b = ，并取三种初始状态如下： 

 

11 21

11 21

11 21

( ) 0 6 0 2 cos(2 ) ( ) 0 6 0 4sin(3 )

( ) 0 2 0 8sin(3 ) ( ) 0 6 0 5cos( )

( ) 0 2 ( ) 0 2

x n nb x n nb

y n nb y n nb

z n z n

 

 

=  +   =  +  

= −  +   =  +  

=   = − 

（
0n Z − ），（37） 
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图 4  离散神经网络（36）在三种初始条件（37）下周期解的全局指数稳定性 

Fig 4  The global exponential stability of the periodic solution of the discrete-time neural network （36） 

under the initial conditions （37） 

 

 

4 时滞微分方程解各种数值解法性能对比分析 

4．1  欧拉法、改进欧拉法和龙格-库塔法性能分析
[19]

  

首先考虑欧拉法、改进欧拉法两个公式的截断误差： 11)( ++ − nn yxy 有多大？这里假定

前一步得的结果 ny =y(xn)是准确的， 写出 y(xn+1)的泰勒展开式为 
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1( ) ( ) ( ) '( ) ( )
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y x y x h y x hy x y x+
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由欧拉法得 )(')(),(1 nnnnnn xhyxyyxhfyy +=+=+  

两式相减得 )(0)(
2

)( 2
2

11 hxy
h

yxy nnn =+=− ++   

即欧拉法的截断误差为 0(h^2)，当 h →0 时它与 h^2 是同阶无穷小量。 

 对于改进的欧拉方法，我们以迭代一次的预报校正格式(12)’为例来说明。因为 
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用它们代入（12）式第二式即得 
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这里末把含有 h的三次幂以上的项写出，因此有 )(0)( 3
11 hyxy nn =− ++ ，即迭代一次的预

报校正格式（12）的截断误差为 0(h^3)。可见改进的欧拉方法比欧拉法的阶提高了。 

     其次，通过比较，可以发现 Runge-Kutta 方法的结果比 Euler 方法、改进的 Euler

方法好得多。在相同步长下，Runge-Kutta 方法的计算量是 Euler 方法的 4 倍，改进的

Euler 方法的二倍。若 Runge-Kutta 方法步长为 ,h Euler 方法步长取 4/h ，改进的 Euler

方法取 2/h ，它们的计算量将大致相等，但 Runge-Kutta 方法仍比 Euler 方法、改进的

Euler 方法好得多。 

从仿真的结果我们可以明显得知以上的结论。 

 

4．2 半离散算法性能分析   

将连续型系统进行离散化，我们已经讨论可常规的方法欧拉法(Euler)、龙格-库塔

法(Runge-Kutta)等数值解法，但是离散化后的系统的动力学性质可能与它对应的连续

系统所拥有的性质十分不同，这样可能导致我们在研究连续动力系统时所获得的一些

结论，如平衡点的存在性、稳定性的判别准则不能使用。例如，有关文献中，我们了

解到连续 BAM 神经网络的一个指数稳定的平衡点在经过标准欧拉法离散后不再指数

稳定的现象。如果这种现象发生，则用离散系统来仿真、实验或计算连续系统就失去

了实际意义。对于半离散化技术，已被广泛地应用于连续动力系统的离散化，并已经

从理论上证明了离散化后的网络与其连续系统拥有相同的动力学性质。基于该方法所

表现的优点，本文通过采用这种技术对 BAM 神经网络进行离散化，通过上面对连续系

统进行离散化过程，我们可以看到离散系统继承了它对应的连续系统的动力学性质。 
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5 结论 

通过以上研究过程，我们运用不同数值解法对其解的性能进行对比研究，并利用

MatlLab 在计算机实现这些解法，对各种解的性能进行可视化仿真处理，,最后根据仿

真结果针对这些时滞微分方程简单地讨论了他们的平衡点、周期解的存在性与稳定性，

非常直观地得到了他们解的一些性质差异。此外，本文所采用的对比研究和数值可视

化研究方法为我们今后研究问题提供了一个非常好的方法。 
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